
 
บทที่ 4 

การแกปญหาการแพรและการพา 
The Finite Volume Method for Convection-Diffusion Problems 

 
 

4.1 บทนํา 
 ในปญหาการไหลที่ซ่ึงมีการแพรอยางสม่ําเสมอจะพบวาจะมีปญหาการไหลแบบการพา
ตามมาดวยเสมอ การแพรและการพาที่เกิดขึ้นดวยกันและเปนการไหลแบบคงตัวสามารถที่จะ
สามารถเขียนสมการไดเปน 

( ) ( ) φφφρ Sgraddivudiv +Γ=..                   (4.1) 
 เมื่อ u = ui + vj และ φ  เปนคุณสมบัติการไหลที่มีคาเปน 1 หรือ u หรือ v เรียกสมการนี้วา
สมการการสงถาย (transport equation) เทอมทางซายเปนเทอมของการพา (convective term) เทอม
นี้แสดงปริมาณสุทธิของคุณสมบัติ φ  เทอมทางขวามือคือเทอมของการแพร (diffusive term) เทอม
นี้จะแสดงคุณสมบัติที่เพิ่มขึ้นของ φ  อันเนื่องมาจากการแพรผานขอบเขตเขาสูเอลิเมนต เทอมที่
สองทางขวาเรียกวาเทอมซอส (source term) เปนเทอมที่เหลือจากการจัดสมการใหอยูในรูปแบบที่
กําหนด 

4.2 การไหลแบบการแพรและการพาแบบคงตัวใน 1 มิติ  
เมื่อไมมีซอสเทอมสมการสามารถเขียนไดเปน 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=

dx
d

dx
du

dx
d φφρ ..                  (4.2) 

 จากสมการตอเนื่องจะได 

  ( ) 0.
=

dx
ud ρ                    (4.3) 
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รูปที่ 4.1 แสดงปริมาตรควบคุม ใน 1 มิต ิ

 
จากสมการที่ 4.2 และจากรูปที่ 4.1ทําใหเปนสมการผลตางไดดังนี้ 

( ) ( )
we

we x
A

x
AAuAu ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=−

δ
δφ

δ
δφφρφρ ......                (4.4) 

และจากสมการตอเนื่อง 4.3 จะได 
( ) ( ) 0.... =− we AuAu ρρ                    (4.5) 

จากสมการที่ 4.4 กําหนดให 

 uF ρ=   และ  
x

D
δ
Γ

=     

ดังนั้นผิวหนาของเซลลสามาเขียนสมการในรูปของ F และ D ไดดังนี้ 
( )ww uF .ρ=                    (4.6a)      
( )ee uF .ρ=                   (4.6b) 

PE

e
e x

D
δ
Γ

=                  (4.6c) 

WP

w
w x

D
δ
Γ

=                   (4.6d) 

สมมุติ   และใชวิธีผลตางกลางทําใหเปนสมการผลตางได AAA ew ==

 ( ) ( )WPwPEewwee DDFF φφφφφφ −−−=−                  (4.7) 
อินทิเกรตสมการตอเนื่อง สมการที่  4.5  
                     (4.8) 0=− we FF

 สมมุติวารูคุณสมบัติบางประการ สามารถที่จะประเมินคา  และ  ไดโดยสมการ 4.7 
สมมารถคํานวณหาคูณสมบัติการสงถาย 

eF wF

φ  ที่ผิวหนา และ  ได e w
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4.3วิธีผลตางกลาง (The central differencing scheme) 
 สําหรับปญหาการไหลซึ่งมีรูปสมการเปนแบบไมเชิงซอน เมื่อใชวิธีผลตางกลางประยุกต
เขาแกปญหามักจะมีปญหาในการหาผลเฉลย กลาวคือเมื่อคาเรยโนลดมีคาสูงและใชวิธีผลตางตน
กระแสในการคํานวณจะทําใหการคํานวณขาดเสถียรภาพ  ผลเฉลยที่ไดคลาดเคลื่อนจากวิธีแมน
ตรง 

 
 

รูปที่ 4.2 รายละเอียดของกรดิแบบ Node- centered แบบ 2 มิติ 
 
จากรูปที่ 4.2 สามารถเขียนสมการแสดงคุณสมบัติของ φ  ไดดังนี ้

( )
2

EP
e

φφ
φ

+
=                  (4.9a) 

( )
2

PW
w

φφ
φ

+
=                  (4.9b) 

นําคา eφ  และ wφ  แทนที่ในเทอมของการพาในสมการที่ 4.7 จะได 

( ) ( ) ( ) ( WPwPEePWEP DDFF φφφφφφφφ −−−=+−+
22

)             (4.10) 

สามารถเขียนอยูในรูปดังนี้ 
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          (4.11a) 
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⎠
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         (4.11b) 

 
เมื่อกําหนดใหสัมประสิทธิ์หนา EW φφ ,  เปน  ทําใหเปนสมการผลตางไดดังนี้ EW aa ,

EEWWPP aaa φφφ +=                   (4.12) 
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ซ่ึง 

2
w

wW
FDa +=                (4.13a) 

2
e

eE
F

Da −=                 (4.13b) 

( )weEWp FFaaa −++=               (4.13c) 
ในสมการที่ 4.13 เทอม ( จะเปนศูนยเมื่อสมการไหลสอดคลองกับสภาพตอเนื่อง ดังนั้น 

 จะเห็นวาเครื่องหมายหนาเทอม  เปนลบ  ถาหากเทอมดังกลาวมีความเดนชัด
มากกวาเทอม  โอกาสที่ เปนลบก็เปนไปไดสูง  และจะทําใหความสัมพันธระหวางเทอม
ของสัมประสิทธิ์กลางและสัมประสิทธิ์ขางเคียงไมสอดคลองตามเงื่อนไข ดังตอไปนี้ 

)

e

E

we FF −

EWP aaa += F

wD a

 

p

nb

a
a∑               (4.14) 

เมื่อ  

    
p

nb

a
a∑ 1≤   สําหรับทุกจุดตอในโดเมน 

     
p

nb

a
a∑  <1   อยางนอย 1จุดตอในโดเมน 

เงื่อนไขนี้ใชตรวจสอบเสถียรภาพในการคํานวณ หากสัมประสิทธิ์  มีคาเปนลบยอม
สงผลใหเทอม

Ea

∑ nba  มีคามากกวา และขัดแยงกับเงื่อนไข 4.14 เปนสาเหตุทําใหขาดความ
เสถียรภาพในการคํานวณ 

Pa

ความสัมพันธระหวาง กับ  ตองเปนไปตามเงื่อนไขดังนี้ eF eD

2
./

.
<==

Γ e
e

e Pe
D
F

l
u
δ

ρ               (4.15) 

นั่นคือ  ตองมีคานอยกวา 2 เทานั้น  เมื่อพิจารณาคาเพคเล็ตจะพบวามีขนาดขึ้นกับคา
ความหนาแนน  คาสัมประสิทธิ์การแพร  ความเร็วของกระแสการไหล และขนาดของกริด ปญหา
ในวิธีนี้คือการแพรเดนชัดมากกวาการพาทําใหวิธีนี้มักใชไมไดผล  แตวิธีนี้ถือเปนวิธีที่ใหความ
แมนยําสูง 

ePe
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รูปที่ 4.3 การกระจายคณุสมบัติ φ  ที่คาเพคเล็ตตางๆ 

4.4 วิธีผลตางตนกระแส (The upwind differencing scheme) 
1.)เมื่อมีการไหลไปในทิศทาง + X ดังรูปที่ 4.4 จะได เพราะฉะนั้น 
และ  คาคุณสมบัติทางดานซายและขวามีคุณสมบัติดังนี้ 

0,0 >> ew uu

0>wF 0>eF

Ww φφ =   Pe φφ =                  (4.16) 
แทนคาลงในสมการ 4.11 โดยไมคิดซอสเทอม 

( ) ( ) ( )WPwPEeWwPe DDFF φφφφφφ −−−=−               (4.17) 
จัดรูปรูปสมการใหมไดเปน 

( )[ ] ( ) WWwEePxwwe FDDFFDD φφφ ++=Δ+++              (4.18) 
เขียนในรูปทั่วไปไดดังนี้ 

EEWWPP aaa φφφ +=                (4.19a) 

wwW FDa +=                 (4.19b) 

eE Da =                 (4.19c) 

xEWP Faaa Δ++=                (4.19e) 
2.) กรณีการไหลในทิศ –X ดังรูปที่ 4.5 จะไดคา 0,0 << ew uu  เพราะฉะนั้น 0<wF

และ  คาคุณสมบัติทางดานซายมีคุณสมบัติดังนี้ 0<eF

Pw φφ =                 (4.20a) 
  Ew φφ =                  (4.20b) 
แทนคาลงในสมการ 4.11 โดยไมคิดซอสเทอม 

( ) ( ) ( )WPwPEePwEe DDFF φφφφφφ −−−=−                 (4.21) 
จัดรูปรูปสมการใหมไดเปน 

( ) ( )[ ] ( ) EeeWwPweeew FDDFFFDD φφφ ++=−+++                (4.22) 
เขียนในรูปทั่วไปไดดังนี้ 



 19

EEWWPP aaa φφφ +=                (4.23a) 

wW Da =                 (4.23b) 

eeE FDa −=                 (4.23c) 

xEWP Faaa Δ++=                (4.23e) 
 

ในวิธีนี้จะเห็นวาสัมประสิทธิ์ของสมการดิสครีไทสดที่ไดเปนบวกเสมอ เทอมของ FΔ  ที่
รวมอยูในเทอมสัมประสิทธิ์กลาง a  จะมีคาเปนศูนย ดังนั้นความสัมพันธของเทอมสัมประสิทธ์ิ
จึงผานเงื่อนไขเสมอ แตมีขอเสียคือเมื่อคาคุณสมบัติ 

P

φ  มีคาต่ําผลเฉลยจะลูออก 
 

4.5 The hybrid differencing scheme 
 เนื่องจากทั้งสองวิธีขางตนตางก็มีขอเสียดังนั้นจึงไดมีวิธีนี้ขึ้น โดยพิจารณาที่เพคเล็ต  
โดยที่ 

D
F

l
uPe =

Γ
=

./
.
δ

ρ              (4.24) 

โดยพิจารณาวาเมื่อ 
2<eP  ใหใชวิธีผลตางกลาง 
2≥eP  ใหใชวิธีผลตางตนกระแส 

เมื่อรูปสมการทั่วไปเขียนไดดังนี้ 
( )weEEWWPP FFaaa −++= φφφ                (4.25) 

โดยที่ 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 0,

2
,max w

www
F

DFa               (4.26a) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 0,

2
,max e

eeE
F

DFa              (4.26b) 

จากการทดสอบพบวาเมื่อใชวิธี Hybrid จะใหผลเฉลยที่ลูเขาไมวาจะใชคาคุณสมบัติ φ  มี
คาต่ําหรือคาสูง 
 


