
 

บทที่ 3 
 การแกปญหาการแพร 

The Finite Volume Method for Diffusion Problems 
3.1 บทนํา 

จากการศึกษาธรรมชาติของสมการการถายเทของของไหลและการถายเทความรอน จะ
เห็นวาวิธีการหาผลเฉลยโดยวิธีระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเปนวิธีที่ดีที่สุด วิธีปริมาตรควบคุม  
(Finite volume method) โดยพิจารณาที่ลักษณะการสงถายความรอนและของไหล: การแพรอยาง
เดียวในการไหลแบบคงตัว สมการการแพรสามารถพิสูจนไดจากสมการการสงถาย 

( ) ( ) ( ) φφρφ
δ
ρφδ Sgraddivudiv
t

+Γ=+ ...     (3.1) 

โดยที่คา ( ) ( udiv
t

.. ρφ )
δ
ρφδ

+  ไมนํามาคิดเพราะเปนคุณสมบัติของการพาความรอน  

ดังนั้นสมการจะเปน 
( ) 0. =+Γ φφ Sgraddiv       (3.2) 

3.2 การแกสมการการแพรของของไหลใน 1 มิติ 
จากสมการ 

( ) ( ) ( ) φφρφφ Sgraddivudiv
t

+Γ=+
∂
∂∂ .......       (3.3) 

แตในสมการการแพรสมการจะเหลือเพียง 
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โดยที่ 
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dx
d

dx
d φ         เทอมของการแพร 

 S                     ซอสเทอม 
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รูปที่ 3.1แสดงการแบงกริด 
 

3.3  ขั้นตอนการแกสมการการแพร 
3.3.1 ขั้นตอนที่ 1 Grid generation 

 ในขั้นตอนแรกนี้เราจะกําหนดขอบเขตและจํานวนกริดระหวางขอบเขตที่กําหนดและ
ปริมาตรควบคุมที่เราจะหาโดยเอาคาตรงกลางโนด โดยที่ตัวอักษรใหญหมายถึงโนด ตัวเล็กจะ
หมายถึงขอบเขต ซ่ึงที่โนดแตละโนดจะเก็บคาตัวแปรตางๆ ไว เชน อุณหภูมิ  ความเร็ว ความดัน 
 

 
รูปที่ 3.2 แสดงขอบเขตของเซลล 

3.3.2 ขั้นตอนที่ 2 Discretisation 
 คือการทําใหเปนสมการผลตางโดยการอินทิเกรตและใชทฤษฏีไดเวอรเจนซของเกาส 
(Divergence theorem) 
 จากสมการพื้นฐานของการแพรจะได 

 0. =Δ+⎟
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ΔΔ

VS
dx
dA

dx
dAdvSdv

dx
d

dx
d

wevv

φφφ                (3.5) 

โดยที่ A      คือ พื้นที่หนาตัดของขอบเขต 
  คือ ปริมาตร VΔ

 S     คือ คาเฉลี่ยของซอสเทอม 
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จากสมการที่ 3.5 เราจะเห็นวาคาสัมประสิทธิ์ของการกระจายตัว φ  จะออกจากหนาของขอบเขต
ทางดานทิศตะวันออกและเขาขอบเขตทางดานทิศตะวันตกซึ่งจะเปนไปตามกฎการอนุรักษมวลก็
คือ  ทางเขาเทากับทางออก 
 ซ่ึงเราสามารถประมาณคา WΓ  และ eΓ  ไดโดย 

2
Pw

w
Γ+Γ

=Γ                   (3.6a) 

2
EP

e
Γ+Γ

=Γ                   (3.6b) 

และเทอมของสัมประสิทธการแพรสามารถเขียนใหมไดดังนี้ 
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ww

w x
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δ
φφφ                           (3.7b) 

ซอสเทอม(Source term) เขียนใหมไดดังนี้ 

PPu SSVS φ+=Δ                      (3.8) 
จากสมการที่ 3.5 นําสมการที่ 3.6,3.7,3.8 มาเขียนใหมไดดังนี้ 
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ซ่ึงอาจเขียนไดอีกแบบเปน 
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           (3.10) 

จากสมการที่ 3.10 เรากําหนดให 

wW
WP

w aA
x

=
Γ
δ

                (3.11a) 

Ee
PE

e aA
x

=
Γ
δ

                (3.11b) 

PEWP Saaa −+=                 (3.11c) 
ดังนั้นสมการที่ 3.10 จะไดเปน 

uEEWWPP Saaa ++= φφφ                 (3.12) 
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3.3.3 ขั้นตอนที่ 3 การแกสมการผลตาง (Solution of Equation) 
   สําหรับกระบวนการนี้เราอาจจะใชวิธีการระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแกไขปญหาก็ได ซ่ึง
รายงายเลมนี้ไดใชวิธีการของเกาส-ชอรดองในการแกไขปญหา 

3.4.ตัวอยางการใชงาน: One-dimensional steady state diffusion 
 การเคลื่อนที่ของความรอนผานพื้นที่หนาตัดโดยการแพรเปนการไหลแบบคงตัวและ 
อัดตัวไมได สามารถเขียนสมการไดเปน 

0=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ S

dx
dTk

dx
d                  (3.13) 

 
โดย     k = thermal conductivity 

 T = อุณหภูมิ 
Consider the problem of source-free heat conduction in an insulated rod whose ends are 

maintained at constant temperature of 100 ° C and 500 ° C respectively. The one Calculate the 
steady state temperature distribution in the rod. Thermal conductivity k equals 100 W/m/K, 
Cross-sectional area A is 10×10-3 m2 dimensional problem sketched in Figure 3 is governed by                 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dx
dTk

dx
d                 (3.14) 

 
รูปที่3.3 แสดงวัสดุสงถายความรอน 

Solution แบงความยาวของวัสดุเปน 5 สวนดังรูปที่ 3.4 จะได 1.0=xδ  m 
 

 
 

รูปที่ 3.4แสดงการแบงกริดของอุปกรณสงถายความรอน 
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แบงกริดออกเปน 5 โนด สําหรับ โนดที่ 2,3,4 สามารถหาอุณหภูมิไดที่ทางดานทิศ
ตะวันออกและทิศตะวันตกของโนด เราสามารถใชสมการที่ 3.8 ในการเขียนขอบเขตของโนดได
ดังนี้ 

Ee
PE

e
Ww

WP

w
Pw

WP

w
e

PE

e TA
x
k

TA
x
k

TA
x
k

A
x
k

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

δδδδ
            (3.15) 

The thermal conductivity =    ke= kw= k  
 ระยะหางระหวางโนด    =  xδ  
 พื้นที่หนาตัด  =A = Ae=Aw  
ดังนั้นทําโนดที่ 2,3,4 ใหเปนสมการผลตางโดยใชสมการที่ 3.12 จะได  

EEWWPP TaTaTa +=                  (3.16) 
โดยที่ 

A
x
kaw δ

=                 (3.17a) 

A
x
kaE δ

=                 (3.17b) 

EWP aaa +=                 (3.17c) 
และจากสมการที่ 3.13 ซอสเทอมมีคาเปนศูนย  โนด 1 และโนด 5 เขียนสมการไดโดยการ 
อินทิเกรตสมการที่ 3.13 เหนือโนดที่ 1 ขึ้นไปเขียนสมการไดดังนี้ 

0
2/

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
TTkA

x
TTkA APPE

δδ
               (3.18) 

สมมุติใหความสัมพันธของอุณหภูมิระหวางโนด A และ โนด P เปนเสนตรงเราสามารถเขียน
ความสัมพันธไดวา 

AEWP TA
x
kTA

x
kTTA

x
kA

x
k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

δδδδ
2.02              (3.19) 

จากสมการที่  3.19 และสมการที่ 3.10 สามารถเขียนสมการของซอสเทอมไดดังนี้ 
S=Su+TASp โดยที่ Su= (2kA/ xδ )TA  และ SP= -2kA/ xδ  และคา aw = 0 เพราะวาอยูติดขอบ และจาก
สมการที่ 3.15 สาเขียนเปนสามการผลตางไดดังนี้ 

mEEwwpp STaTaTa ++=                 (3.20) 
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โดยที่ 
0=Wa                        (3.21a) 

x
kAaE δ

=                     (3.21b) 

pEWp Saaa −+=                   (3.21c) 

x
kAS p δ

2−=                     (3.21d) 

Au T
x

kAS
δ

2=                  (3.21e) 

จากปริมาตรควบคุมเราสามารถที่จะหาอีก 5โนดที่เหลือจากสมการดังนี้ 

0
2/

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

x
TT

kA
x

TT
kA wppB

δδ
               (3.22) 

เมื่อ สมมติใหมีการกระจายความรอนระหวางโนด P และขอบจุด B ถึงบริเวณใกลเคียงสนามความ
รอนทะลุวิ่งผานไปยังปริมาตรควบคุมสมการ 3.22 สามารถเขียนไดเปน 

BEWp TA
x
kTTA

x
kTA

x
kA

x
k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

δδδδ
2.02               (3.23) 

จากสมการที่ 3.23 ทําเปนสมการผลตางคือ 

mEEwwpp STaTaTa ++=                (3.24) 
 
โดยที่ 

x
kAaW δ

=                 (3.25a) 

0=Ea                  (3.25b) 

pEWp Saaa −+=                (3.25c) 

x
kAS p δ

2−=                  (3.25d) 

Bu T
x

kAS
δ

2=                   (3.25e) 

จากสมการผลตางจากโนด 1- 5 สามารถหาผลเฉลยไดโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ให 100=
x

kA
δ

 

จากสมการผลตางแตละสมการทําใหงายขึ้นโดยทําเปนตารางดังนี้ 
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ตารางที่ 3.1 แสดงคาคุณสมบัติแตละโนด 
Node Wa  Ea  uS  PS  PEWP Saaa −+=  

1 0 100 AT200  -200 300 
2 100 100 0 0 200 
3 100 100 0 0 200 
4 100 100 0 0 200 
5 100 0 BT200  -200 300 

เมื่อ 

Wa  คือ พื้นที่ผิวหนาโนด W 

Ea   คือ พื้นที่ผิวหนาโนด E 

pa   คือ พื้นที่ผิวหนาโนด P 

pS   คือ ซอสเทอมโนด P 
จากตารางสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

ATTT 200100300 21 +=               (3.26a) 

312 100100200 TTT +=               (3.26b) 

423 100100200 TTT +=               (3.26c) 

534 100100200 TTT +=               (3.26d) 

BTTT 200100300 45 +=               (3.26e) 
จากสมการ 3.26A-3.26e เขียนเปนเมตริกไดดังนี้ 
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
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⎡
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−
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T

T

T
T
T
T
T

200
0
0
0
200

300100000
10020010000
01002001000
00100200100
000100300

5

4

3

2

1

              (3.27) 

จากเมตริกขางตนนี้สามารถหาผลเฉลยไดโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในการแกไขปญหาหรือใช
วิธีแบบแมนตรงจะไดคําตอบและกราฟแสดงการเปรียบเทียบระหวางผลเฉลยที่ไดจากวิธีการเชิง
ตัวเลขกับวิธีแมนตรง 
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⎥
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              (2.28) 
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รูปที่ 3.5 กราฟเปรียบเทยีบผลเฉลยจากวธีิแมนตรงกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 
รูปที่ 3.6  ผลเฉลยจากการรนัโปรแกรมทีส่รางขึ้น 

 
 
 
 
 


