
บทที่ 2 
ทฤษฏีที่เกี่ยวของกับงานโครงการ 

 

2.1 ทฤษฎีการวิเคราะหปญหาการนําความรอนดวยสมการเชิงอนุพันธ 
2.1.1 อุณหภูมิและฟลักซความรอน 

 อุณหภูมิ (T) บงบอกถึงระดับพลังงานความรอนในระบบ สวนฟลักซความรอน (q) คือ
อัตราการไหลของความรอนตอหนึ่งหนวยพื้นที่ที่ตั้งฉากกับการไหลของความรอน อุณหภูมิเปน
ปริมาณสเกลารเพราะมีแตขนาดในขณะที่ฟลักซความรอนเปนปริมาณเวกเตอร เพราะมีทั้งขนาด
และทิศทาง ในปญหาสองมิติที่ไมขึ้นกับเวลา ฟงกชันของอุณหภูมิและฟลักซความรอนจึงเขียนได
ดังนี้ 
 

),( yxTT =                   (2.1) 
 

∧∧

+= jyxqiyxqq yx ),(),(v                 (2.2) 
 

ความสัมพันธระหวางฟลักซความรอนกับอุณหภูมิเปนไปตามกฎของฟูเรียร (Fourier’s law) 
 
   Tkq ∇−=

rv                   (2.3) 
 
โดยที่ตัวดําเนินการเกรเดียนต (Gradient Operator) ในพิกัดฉากสองมิติคือ 
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ดังนั้น 
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k ในสมการขางตนคือ คาการนําความรอน (Thermal Conductivity) ซ่ึงเปนสมบัติทางกายภาพของ
วัสดุในระบบ เครื่องหมายลบในสมการกฎของฟูเรียรเปนผลมาจากการที่ความรอนจะตองไหลมา
จากอุณหภูมิสูงมาอุณหภูมิต่ําคือ ไหลสวนทางกับทิศทางการเพิ่มขึ้นของอุณหภูมิ 
 ส่ิงหนึ่งที่หนาสนใจเกี่ยวกับความรอนคือ ทิศทางการไหลของมันจะตั้งฉากกับอุณหภูมิ
คงที่ (Isotherm) ดังนั้น ถาทราบการกระจายตัวอุณหภูมิในสองมิติก็จะสามารถเขียนเสนอุณหภูมิ
คงที่และเสนฟลักซความรอน (Heat Flux Line) ได พรอมทั้งสามารถบอกถึงทิศทางการไหลของ
ความรอนไดดวย เปนที่นาสังเกตวาการไหลของความรอนเปรียบเสมือนการไหลของน้ําโดยมี
ความรอนเปนน้ํา อุณหภูมิเปนระดับน้ํา และเสนฟลักซความรอนเปนผนังของชองทางไหล การที่
น้ําไมอาจไหลผานผนังก็เหมือนกับการที่ความรอนไมอาจไหลตัดกับเสนฟลักซความรอน 
 จากการที่ความรอนขึ้นอยูกับตําแหนงและทิศทาง ทําใหคาการนําความรอนอาจขึ้นกับ
ตําแหนงและทิศทางตามไปดวย วัสดุไมเอกพันธุ (Non-homogeneous) จะมีคา k ที่ขึ้นกับตําแหนง
ในวัสดุ สวนวัสดุแอนไอโซโทรปก (Anisotropic) มีคา k ที่ไมเทากันที่ตําแหนงเดียวกันโดย k 
ขึ้นกับทิศทางการไหลของความรอน  
 

2.1.2 สมการการนําความรอนสภาวะอยูตัว (Steady State Equations) 
 

 
 

รูปที่ 2.1 ปริมาตรควบคุมสําหรับการวิเคราะหการนําความรอนในวตัถุสามมิติ 
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 ในการกระจายอุณหภูมิในวัตถุสามมิติในรูปที่ 2.1 จะเริ่มตนจากการพิจารณาปริมาตร
ควบคุมขนาด dzdydx ××  ในวัตถุ เสนประที่มีลูกศรทั้ง 6 เสนในรูปใชแทนฟลักซความรอนที่
ไหลเขาออกที่ 6 ดานของปริมาตรควบคุม ตัวหอยหมายถึงตําแหนงของฟลักซความรอน ถามีความ
รอนกําเนิดภายในวัตถุในอัตรา  ตอหนึ่งหนวยปริมาตร หลักการสมดุลพลังงาน           
ที่สภาวะอยูตัวกําหนดเอาไววาอัตราการไหลเขาของความรอนตองเทากับผลบวกของอัตรา       
การไหลออกของความรอนและอัตราการกําเนิดความรอน 

),,( zyxf

 

dxdyq
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              (2.7) 

 

dzzdyydxx qqq +++ ++  เขียนเปนอนุกรมเทยเลอรไดดังนี้ 
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พจนอันดับมากกวาหนึ่งในสมการที่ (2.8) - (2.10) ถูกตัดทิ้งไปเนื่องจากมันมีคานอยมาก

เมื่อ  มีขนาดนอยเปนกณิกนันต รวมสมการที่ (2.7) - (2.10) ทําใหไดสมการใหมคือ dzdydx ,,
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จากนั้นใชกฎของฟูเรียรเขียนฟลักซความรอนใหอยูในรูปของอุณหภูมิ ก็จะไดสมการ    

การนําความรอนอยูตัว 
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ผลเฉลยของสมการที่ (2.12) คืออุณหภูมิ  ณ ตําแหนงใดๆ ในโดเมนและบนขอบเขต 
ซ่ึงสามารถใชคํานวณหาฟลักซความรอนโดยใชกฎของฟูเรียร ในกรณีที่ไมมีการกําเนิดความรอน 
สมการที่ (2.12) จะกลายเปน  

),,( zyxT

 

                   (2.13) 02 =∇ T

 
ซ่ึงก็คือสมการลาปลาช ถึงแมวาสมการที่ (2.13) ไดมาจากการวิเคราะหปญหาสามมิติ แตสมการนี้

สามารถใชกับปญหาสองมิติไดดวย โดย 2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
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=∇  สําหรับปญหาสองมิติ 

 
2.1.3 สมการการนําความรอนสภาวะไมอยูตัว (Unsteady State Equations)  

1. สมการเบื้องตน (Basic Equations) สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

t
ck
∂
∂

=∇∇
φφ).(                (2.14) 

 
Ø คือ ฟงกชันของอุณหภูมิ, c คือ ความรอนจําเพาะ และ k คือ คาการนําความรอน         

เราสมมติใหคาการนําความรอนนั้นจะเปลี่ยนแปลงตามเลขยกกําลังในพิกัดคารทีเชียน เชน 
 

k(x, y, z) = k0e
2βz               (2.15) 

 
ในขณะที่ β คือ ตัวแปรที่ไมเปนเอกพันธ ความรอนจําเพาะนั้นจะมีลําดับเหมือนกับ     

การเปลี่ยนแปลงเบื้องตนของคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน 
 

C(x, y, z) = C0e
2βz               (2.16) 

 
แทนคาที่ไดเหลานี้ในสมการที่ (2.14) ซ่ึงจะได 
 

tz ∂
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α = k0/c0 และ φz แสดงใหเห็นถึงอนุพันธของ φ ซ่ึงมีความสัมพันธกับ Z (เชน φz ≡ ∂φ/∂z) 

เงื่อนไขขอบเขตทั้งสองชนิดนั้นตางก็ถูกแนะนําใหใช ในเงื่อนไขดีริชเลตสําหรับคา φ ที่ไมทราบ
คือ 

 

φ(x ,y ,z: t) = φ(x ,y ,z: 1)              (2.16) 
 

ขอบเขตของ ∑1  และ เงื่อนไขของมัน ที่การเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องของตัวมันเองคือ 
 

q(x ,y ,z: t) = -k(•)   t):z,y ,(x   t):z,y ,(x q
n

=
∂

∂φ            (2.17) 

 

บนขอบเขตของ ∑2  เมื่อ n เปนคาที่มองเห็นไดปกติ สําหรับปญหาที่พบบอย   

∑1∪∑2 = ∑ ซ่ึง ∑ คือขอบเขตทั้งหมด จากปญหาที่เปน Time Dependent จะมีผลตอเงื่อนไข
ขอบเขตเหลานี้ เงื่อนไขเริ่มตนที่เวลาจําเพาะ t0 นั้นจะตองถูกกําหนดใหใชดวย นอกจากนี้อุณหภูมิ
เร่ิมตนที่ศูนยนั้นจะนํามาพิจารณาในตัวอยางตาง ๆ เชน 

 

φ(x ,y ,z: t0) = φ(x ,y ,z) = 0              (2.18) 
 

2. Green’s Function กรีนฟงกชัน 
กรีนฟงกชันสําหรับสมการที่ (2.15) นั้นสามารถเปลี่ยนแปลงไดโดยใชการแทนที่ 

 

Ø = e-βz-β2α tu               (2.19) 

 
ดังนั้น การสมการที่แปลงในสมการที่ (2.15) สามารถแสดงโดยการใช u ดังนี้ 
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แทนคา สมการที่ (2.20), (2.21) และ (2.22) ในสมการที่ (2.15) จะได  

 

   
t
uu
∂
∂

=∇
α
12                 (2.23) 

 
ซ่ึงก็คือสมการการกระจายแบบปกติ (Standard Diffusion Equation) สําหรับปญหาวัสดุ

เนื้อเดียวกัน คําตอบเบื้องตนของ Time Dependent สําหรับสมการนี้สามารถหาไดโดย 
 

   )4/(
2/3

* 2

)4(
1 ατ

πατ
reu −=               (2.24) 

 

ซ่ึง τ = tF – t. และใหจําไววา ฟงกชัน u นั้นเปนคาแทน Temperature Field ที่เวลา tF ซ่ึง
เกิดจาก แหลงความรอนที่เกิดขึ้นทันทีที่จุด P (xP, yP ,zP) และเวลา t นอกจากนี้คําตอบพื้นฐาน       
3 มิติ สําหรับสมการการแพรกระจายแบบ FGM สมารถเขียนโดยแทนในสมการที่ (2.19) ไดดังนี้ 
 

   )4/()(
2/3

* 22

)4(
1 ατατββ

πατ
φ rzz pe −−−−=              (2.25) 

 
3. การแปลงลาปลาซ สูตรวิธีบาวนดะรีเอลิเมนต (Laplace Transform BEM 

Formulation) 

 LT (Laplace Transform) ของ φ สามารถเขียนไดดังนี้ 
 
   dtetQsQ st

R

−∫= ).().( φφ               (2.26) 

 
 ดังนั้น ระยะ LT ในสมการที่ (2.15) จะกลายเปน 
 

   022 =−+∇ φ
α

φβφ s
z               (2.27) 
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เมื่อ φ = 0 (ที่ t=0) จะถูกนํามาพิจารณา (ดูสมการที่ 2.18) 
ขอบเขตของ Integral ที่มีลักษณเดียวกันสามารถใชไดโดย “Orthogonal Zing” ซ่ึงสมการ

นี้จะขัดแยงกับ Arbitrary Function (สําหรับตอนนี้) )(),,( Qfzyxf =  ตัวอยาง เชน การอินติเกต
ที่สูงกวาขอบเขตของคา V  
 

   0)2()( 2 =−+∇∫ Qz
V

dVsQf φ
α

φβφ              (2.28) 

 

ตามที่ Green ไดระบุไววา ถาฟงกชัน 2 ฟงกชัน คือ φ และ λ มีกระจายครั้งที่ 1 และ 2 
อยางตอเนื่องใน V จะได 
 

   dS
nn

dV
V

)()( 22
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=∇−∇ ∫∫
Σ

φλλφφλλφ             (2.29) 

 

การใชความสัมพันธและขอจํากัดของขอบเขตของ V โดย ∑ ส่ิงแรกที่เกิดขึ้นในสมการที่ 
(2.28) จะกลายเปน 
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อินติเกตครั้งที่ 2 ของสมการที่ (2.28) เราจะได 
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            (2.31) 

 
และใชสมการที่ (2.30) และ (2.31) แทนในสมการที่ (2.28) สุดทายเราจะไดสมการที่ไม

ซับซอนมากดังนี้ 
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zff z ∂∂= /  และ  คือ Unit Outward Normal ของ ∑ ),,()( zyx nnnQn =

ถาเราเลือก f(Q) = G(P,Q) ดังในฟงกชันกรีนนั้น จะทําใหไดสมการ 
 

  )().()(2).(2 PQQPGsQGQPG z −−=−−∇ δ
α

β             (2.33) 

 

δ คือ ฟงกชัน Dirac Delta ดังนั้นที่มาของ Volume Integral ใน สมการที่ (2.32) จะ

กลายเปน φ(P) โดย นําสมการที่ (2.33) และ (2.32) มาเขียนใหมไดดังนี้ 
 

QQz dSQ
n

QPGdSQQPGnQPG
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ในขณะที่ตองการแทนคากรีนฟงกชันใน LT สมการที่ (2.33) จะสามารถแกไขโดยการ

แทนคาและจะกลายเปน 
 
                   (2.35) veG zβ=

 
ในขณะที่ตองการแทนคากรีนฟงกชันใน ระยะ LT สมการที่ (2.22) จะสามารถแกไขโดย

การแทนคาและจะกลายเปน 
 

    0)( 22 =+−∇ vsv
α

β               (2.36) 

 
ในกรณีนี้สมการความแตกตางสําหรับระยะ LT คือ 
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π
)/(2

4
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r

v +−=               (2.37) 

 
โดยการแทนคาครั้งหลังสุด (ดูสมการที่ 2.35) เราจะได 
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เงื่อนไขขอบเขตของสมการนั้นตองสามารเปลี่ยนแปลงไปสูระยะ LT ไดเชน 
 

 ∫∫ −− ==
R

stst

R

dtetQqsQqdtetQsQ ).().(~.).().(
~

φφ              (2.39) 

 
สําหรับเงื่อนไขขอบเขตที่เกิดขึ้นอยางตอเนื่อง สมการดานบนจะถูกรีดิวซ เปน 
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ฟงกชันเคอรแนล ซ่ึงเปนการเปลี่ยนแปลง Laplaces คือ 
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หรือ 
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N คือ Unit Outward Normal ที่จุด Q, nz คือ z คอมโพแนนของ n, R = Q-P, Rz = zQ-zP 

และ r คือ คาบวกของ R เชน PQRr −==  
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4. Numerical implementation of the 3D Galerkin BEM 
วิธีการเชิงคณิตศาสตรที่ใชในงานชิ้นนี้คือ เทคนิค Galerkin โดยจะเชื่อมโยงกับวิธีการ LT 

บางสวนของวิธีการทางคณิตศาสตรจะถูกสรุปในบทนี้ 
 

4.1 Divition of The Boundary Into Element  
โดเมนที่เปนคําตอบพื้นฐานนั้นจะถูกแบงออกเปนตัวเลขตางๆที่เชื่อมโยงกัน  องคประกอบ

แตละตัวเปนการเปลี่ยนแปลงของเลขาคณิตและการแปรผันตามเทียบเคียงโดยฟงกชันงายๆ ใน
การวิจัยฉบับนี้สมการพีชคณิตแบบสามเหลี่ยม แบบหกจุดจะถูกใช (ดูรูปที่ 2.2) 

 

 
 

รูปที่ 2.2 Isoparametric quadratic triangular element of 6 nodes. The intrinsic coordinate space is 
the right triangle in ),( ηξ space with 0,0 ≥≥ ηξ  and 1≤+ηξ . 

 
เรขาคณิตขององคประกอบนี้สามารถกําหนดไดโดยการลากจุดทั้งหกจุดโดยใชรูปทรง

เรขาคณิตที่เหมาะสมดังจะไดสมการตอไปนี้ 
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ในรูปจําลอง Isoparametric ฟงกชันของรูปทรงเดิมจะถูกเขียนเพื่อใชหาคําตอบที่เปลี่ยนไปดังนี้ 
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นอกจากนี้ฟงกชันของรูปทรงสามารถเขียนใหชัดเจนไดในรูปแบบการเชื่อมโยงของ η 

และ ξ ดังสมการตอไปนี้ (ดูรูปที่ 2.2) 
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         (2.46) 

 
ระยะการประสานคือสามเหลี่ยมมุมฉากที่ 0,0 ≥≥ ηξ  และ 1≤+ηξ  

 
4.2 สมการขอบเขตอินติเกรต Galerkin  

 นิยาม 
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ดังนั้นสําหรับคําตอบที่แทจริง B(P) = 0   

ความผิดพลาดในคําตอบที่ใกลเคียงนั้นจะขัดแยงกับฟงกชันรูปราง เชน ฟงกชันรูปรางนั้น
จะเปนฟงกชันหนักและ B(P) = 0 เปนลักษณะที่แสดงใหเห็นวาเปนฟงกชันเบา 
 
                  (2.48) ( ) ( ) 0=∫

Σ

dPPBPNk

 
หลังจากแทนที่ขอบเขตและฟงกชันขอบเขตดวยคาที่ใกลเคียง สมการพีชคณิตแบบเสนจะ

กลายเปน 
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ในการรวมกันขององคประกอบทางเมตทริก การอินติเกรตแบบเดี่ยวจะกอใหเกิดคาที่

แตกตางกัน สําหรับ Galerkin มีคําตอบสามชนิดที่จะตองนํามาพิจารณาในกรณีนี้การรวมกันของ
ตัวเลขและการวิเคราะหอินติเกรตถูกนํามาใชโดยการวิเคราะหการอินติเกรต โดยข้ึนอยูกับคาที่มี                
การเปลี่ยนแปลงซึ่งเทคนิคนี้ จะนําไปสูกระบวนการ Two-dimensional 
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5. Numerical inversion of The Laplace Transform 
ใน LTBEM Apptroach ตัวเลขจะแปรผกผันกับ LT เทคนิค LT สามารถนํามาประยุกตใช

กับวิธีการเชิงคณิตศาสตรที่แตกตางกันเชน ความแตกตางจํานวนจํากัดและวิธีการสําหรับหา
คําตอบของการไหลของน้ําและแกปญหาในการขนสงและปญหาในการควบคุมความรอน Laplace 
Inversion Algorithm แบบตางๆ ขอดีและขอเสียของ Algorithm บางตัวถูกแสดงใหเห็นโดย       
เมลเลต ดาวี่ และมารตินไดศึกษาเชิงวิพากษใน Algorithm อีกหลายๆตัว หลังจากนั้นดาฟฟได
ศึกษาวิธีการที่นิยมใชกัน 3 วิธีสําหรับการแกไขปญหาเชิงคณิตศาสตรโดยการใชการแปรผกผัน
ตาม Laplce Tranform เชน การอินติเกตโดยตรง วิธีการของวีก และ วิธีการของ Talbolt 
 การแปรผกผัน LT นั้นเปนปญหาที่ยากจะแกไขอยางไรก็ตามความผิดพลาดเล็กสามารถ
แกไขไดโดยกระบวนการการอินเวิรด ซ่ึงจะนําไปสูผลทางคณิตศาสตรแบบงาย ๆ ในชวงเวลาที่
ผานมาไมนานนี้ Moridis และ Reddle แสดงใหเห็นวา Algorithm ของ Stehfest  นั้นไมมีปญหา
สําหรับการจัดลําดับขั้นอยางละเอียด อีกทั้ง Zhu และ Satravaha ยังไดรับความสําเร็จที่คลาย ๆ กัน
ในการใชการวิเคราะหตัวเลขเชิงแปรผัน ของ LT ใน BEM และเร็วๆ นี้ Moridis ไดวิจารณวา 
Algorithm ของ Stehfest นั้นแสดงใหเห็นจุดเสียและจุดดี สําหรับการศึกษาในปจจุบัน ไดมีการนํา
คอมพิวเตอรมาใชเขียน Code ของ Algorithm ของ Stehfest 
 Algorithm ของ Stehfest นั้นไดแปรมาจาก Gaver ถา P(s) คือ LT ของ F(t) และ คา
ใกลเคียงของ Fa ของ Inverse F(t) คือ ชวงเวลาจําเพาะ t = T ซ่ึงสามารถสรุปไดดังนี้ 
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เมื่อ  
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สมการที่ (2.50) และ (2.51) นั้นจะเกี่ยวโยงกันสูสมการรูปแบบสุดทายที่ใชในงานวิจัย

ฉบับนี้ 
เมื่อ Invert ฟงกชันจาก LT จะไดคา n ที่แตกตางกัน และจะทําใหฟงกชันนั้นเรียบงายขึ้น 

Stefest เสนอวา N = 10 สําหรับ Arithmetric หลังจากที่ Moridis พบวาการเปลี่ยนแปลงที่สําคัญทํา

ใหคา N เปลี่ยนไป โดย 6 ≤ N ≥ 10 ในปจจุบันเครื่องคิดเลขตาง ๆ ตางก็ใช N = 10 
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วิธีการเชิงคณิตศาสตรสวนใหญที่นํามาใชสําหรับการ Invers ของ LT ที่ตองการนั้น
จะตองมีการหาคา LT ไดอยางละเอียด 

เทคนิคแบบที่ 2 ของ LT นั้นถูกพัฒนาเมื่อเร็ว ๆ มานี้ โดย Murli ซ่ึงนี่ก็เปนหนึ่งใน กลุม
วิธีแบบ Fourier ซ่ึงขึ้นอยูกับคาของ สูตรการอินเวิรสของ Riemann โดยการใช กฎ Trapezoidal 

โดย h = π/T 
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เปรียบเทียบกับ Algorithm ของ Stehfest พบวาวิธีการนี้นั้นจะตองการรูปแบบเสนขนาน

มาบรรจบกัน และยังตองการวิธีการทางคณิตศาสตรที่ซับซอน ดังนั้นจึงสรุปไดวาผลการศึกษานั้น
จะใชวิธีการ Algorithm ของ Stehfest 
 


