
บทที่ 2 
ทฤษฏีที่เกี่ยวของกับงานโครงการ 

 

2.1 ทฤษฎีการวิเคราะหปญหาการนําความรอนดวยสมการเชิงอนุพันธ 
2.1.1 อุณหภูมิและฟลักซความรอน 

 อุณหภูมิ (T) บงบอกถึงระดับพลังงานความรอนในระบบ สวนฟลักซความรอน (q) คือ
อัตราการไหลของความรอนตอหนึ่งหนวยพื้นที่ที่ตั้งฉากกับการไหลของความรอน อุณหภูมิเปน
ปริมาณสเกลารเพราะมีแตขนาดในขณะที่ฟลักซความรอนเปนปริมาณเวกเตอร เพราะมีทั้งขนาด
และทิศทาง ในปญหาสองมิติที่ไมขึ้นกับเวลา ฟงกชันของอุณหภูมิและฟลักซความรอนจึงเขียนได
ดังนี้ 
 

),( yxTT =                   (2.1) 
 

∧∧

+= jyxqiyxqq yx ),(),(v                 (2.2) 
 

ความสัมพันธระหวางฟลักซความรอนกับอุณหภูมิเปนไปตามกฎของฟูเรียร (Fourier’s law) 
 
   Tkq ∇−=

rv                   (2.3) 
 
โดยที่ตัวดําเนินการเกรเดียนต (Gradient Operator) ในพิกัดฉากสองมิติคือ 
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ดังนั้น 
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k ในสมการขางตนคือ คาการนําความรอน (Thermal Conductivity) ซ่ึงเปนสมบัติทางกายภาพของ
วัสดุในระบบ เครื่องหมายลบในสมการกฎของฟูเรียรเปนผลมาจากการที่ความรอนจะตองไหลมา
จากอุณหภูมิสูงมาอุณหภูมิต่ําคือ ไหลสวนทางกับทิศทางการเพิ่มขึ้นของอุณหภูมิ 
 ส่ิงหนึ่งที่หนาสนใจเกี่ยวกับความรอนคือ ทิศทางการไหลของมันจะตั้งฉากกับอุณหภูมิ
คงที่ (Isotherm) ดังนั้น ถาทราบการกระจายตัวอุณหภูมิในสองมิติก็จะสามารถเขียนเสนอุณหภูมิ
คงที่และเสนฟลักซความรอน (Heat Flux Line) ได พรอมทั้งสามารถบอกถึงทิศทางการไหลของ
ความรอนไดดวย เปนที่นาสังเกตวาการไหลของความรอนเปรียบเสมือนการไหลของน้ําโดยมี
ความรอนเปนน้ํา อุณหภูมิเปนระดับน้ํา และเสนฟลักซความรอนเปนผนังของชองทางไหล การที่
น้ําไมอาจไหลผานผนังก็เหมือนกับการที่ความรอนไมอาจไหลตัดกับเสนฟลักซความรอน 
 จากการที่ความรอนขึ้นอยูกับตําแหนงและทิศทาง ทําใหคาการนําความรอนอาจขึ้นกับ
ตําแหนงและทิศทางตามไปดวย วัสดุไมเอกพันธุ (Non-homogeneous) จะมีคา k ที่ขึ้นกับตําแหนง
ในวัสดุ สวนวัสดุแอนไอโซโทรปก (Anisotropic) มีคา k ที่ไมเทากันที่ตําแหนงเดียวกันโดย k 
ขึ้นกับทิศทางการไหลของความรอน  
 

2.1.2 สมการการนําความรอนสภาวะอยูตัว (Steady State Equations) 
 

 
 

รูปที่ 2.1 ปริมาตรควบคุมสําหรับการวิเคราะหการนําความรอนในวตัถุสามมิติ 
 



 
 
 

  8 

 ในการกระจายอุณหภูมิในวัตถุสามมิติในรูปที่ 2.1 จะเริ่มตนจากการพิจารณาปริมาตร
ควบคุมขนาด dzdydx ××  ในวัตถุ เสนประที่มีลูกศรทั้ง 6 เสนในรูปใชแทนฟลักซความรอนที่
ไหลเขาออกที่ 6 ดานของปริมาตรควบคุม ตัวหอยหมายถึงตําแหนงของฟลักซความรอน ถามีความ
รอนกําเนิดภายในวัตถุในอัตรา  ตอหนึ่งหนวยปริมาตร หลักการสมดุลพลังงาน           
ที่สภาวะอยูตัวกําหนดเอาไววาอัตราการไหลเขาของความรอนตองเทากับผลบวกของอัตรา       
การไหลออกของความรอนและอัตราการกําเนิดความรอน 

),,( zyxf

 

dxdyq
dxdzqdydzqdxdydzzyxfdxdyqdxdzqdydzq

dzz

dyydxxzyx

+
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+

+=+++
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              (2.7) 

 

dzzdyydxx qqq +++ ++  เขียนเปนอนุกรมเทยเลอรไดดังนี้ 
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x
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∂
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พจนอันดับมากกวาหนึ่งในสมการที่ (2.8) - (2.10) ถูกตัดทิ้งไปเนื่องจากมันมีคานอยมาก

เมื่อ  มีขนาดนอยเปนกณิกนันต รวมสมการที่ (2.7) - (2.10) ทําใหไดสมการใหมคือ dzdydx ,,
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จากนั้นใชกฎของฟูเรียรเขียนฟลักซความรอนใหอยูในรูปของอุณหภูมิ ก็จะไดสมการ    

การนําความรอนอยูตัว 
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ผลเฉลยของสมการที่ (2.12) คืออุณหภูมิ  ณ ตําแหนงใดๆ ในโดเมนและบนขอบเขต 
ซ่ึงสามารถใชคํานวณหาฟลักซความรอนโดยใชกฎของฟูเรียร ในกรณีที่ไมมีการกําเนิดความรอน 
สมการที่ (2.12) จะกลายเปน  

),,( zyxT

 

                   (2.13) 02 =∇ T

 
ซ่ึงก็คือสมการลาปลาช ถึงแมวาสมการที่ (2.13) ไดมาจากการวิเคราะหปญหาสามมิติ แตสมการนี้

สามารถใชกับปญหาสองมิติไดดวย โดย 2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇  สําหรับปญหาสองมิติ 

 
2.1.3 สมการการนําความรอนสภาวะไมอยูตัว (Unsteady State Equations)  

1. สมการเบื้องตน (Basic Equations) สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

t
ck
∂
∂

=∇∇
φφ).(                (2.14) 

 
Ø คือ ฟงกชันของอุณหภูมิ, c คือ ความรอนจําเพาะ และ k คือ คาการนําความรอน         

เราสมมติใหคาการนําความรอนนั้นจะเปลี่ยนแปลงตามเลขยกกําลังในพิกัดคารทีเชียน เชน 
 

k(x, y, z) = k0e
2βz               (2.15) 

 
ในขณะที่ β คือ ตัวแปรที่ไมเปนเอกพันธ ความรอนจําเพาะนั้นจะมีลําดับเหมือนกับ     

การเปลี่ยนแปลงเบื้องตนของคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน 
 

C(x, y, z) = C0e
2βz               (2.16) 

 
แทนคาที่ไดเหลานี้ในสมการที่ (2.14) ซ่ึงจะได 
 

tz ∂
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α = k0/c0 และ φz แสดงใหเห็นถึงอนุพันธของ φ ซ่ึงมีความสัมพันธกับ Z (เชน φz ≡ ∂φ/∂z) 

เงื่อนไขขอบเขตทั้งสองชนิดนั้นตางก็ถูกแนะนําใหใช ในเงื่อนไขดีริชเลตสําหรับคา φ ที่ไมทราบ
คือ 

 

φ(x ,y ,z: t) = φ(x ,y ,z: 1)              (2.16) 
 

ขอบเขตของ ∑1  และ เงื่อนไขของมัน ที่การเปลี่ยนแปลงอยางตอเนื่องของตัวมันเองคือ 
 

q(x ,y ,z: t) = -k(•)   t):z,y ,(x   t):z,y ,(x q
n

=
∂

∂φ            (2.17) 

 

บนขอบเขตของ ∑2  เมื่อ n เปนคาที่มองเห็นไดปกติ สําหรับปญหาที่พบบอย   

∑1∪∑2 = ∑ ซ่ึง ∑ คือขอบเขตทั้งหมด จากปญหาที่เปน Time Dependent จะมีผลตอเงื่อนไข
ขอบเขตเหลานี้ เงื่อนไขเริ่มตนที่เวลาจําเพาะ t0 นั้นจะตองถูกกําหนดใหใชดวย นอกจากนี้อุณหภูมิ
เร่ิมตนที่ศูนยนั้นจะนํามาพิจารณาในตัวอยางตาง ๆ เชน 

 

φ(x ,y ,z: t0) = φ(x ,y ,z) = 0              (2.18) 
 

2. Green’s Function กรีนฟงกชัน 
กรีนฟงกชันสําหรับสมการที่ (2.15) นั้นสามารถเปลี่ยนแปลงไดโดยใชการแทนที่ 

 

Ø = e-βz-β2α tu               (2.19) 

 
ดังนั้น การสมการที่แปลงในสมการที่ (2.15) สามารถแสดงโดยการใช u ดังนี้ 
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t
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t
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φ

α

αββ
αββ

2
2

)(11 2              (2.22) 

 
แทนคา สมการที่ (2.20), (2.21) และ (2.22) ในสมการที่ (2.15) จะได  

 

   
t
uu
∂
∂

=∇
α
12                 (2.23) 

 
ซ่ึงก็คือสมการการกระจายแบบปกติ (Standard Diffusion Equation) สําหรับปญหาวัสดุ

เนื้อเดียวกัน คําตอบเบื้องตนของ Time Dependent สําหรับสมการนี้สามารถหาไดโดย 
 

   )4/(
2/3

* 2

)4(
1 ατ

πατ
reu −=               (2.24) 

 

ซ่ึง τ = tF – t. และใหจําไววา ฟงกชัน u นั้นเปนคาแทน Temperature Field ที่เวลา tF ซ่ึง
เกิดจาก แหลงความรอนที่เกิดขึ้นทันทีที่จุด P (xP, yP ,zP) และเวลา t นอกจากนี้คําตอบพื้นฐาน       
3 มิติ สําหรับสมการการแพรกระจายแบบ FGM สมารถเขียนโดยแทนในสมการที่ (2.19) ไดดังนี้ 
 

   )4/()(
2/3

* 22

)4(
1 ατατββ

πατ
φ rzz pe −−−−=              (2.25) 

 
3. การแปลงลาปลาซ สูตรวิธีบาวนดะรีเอลิเมนต (Laplace Transform BEM 

Formulation) 

 LT (Laplace Transform) ของ φ สามารถเขียนไดดังนี้ 
 
   dtetQsQ st

R

−∫= ).().( φφ               (2.26) 

 
 ดังนั้น ระยะ LT ในสมการที่ (2.15) จะกลายเปน 
 

   022 =−+∇ φ
α

φβφ s
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เมื่อ φ = 0 (ที่ t=0) จะถูกนํามาพิจารณา (ดูสมการที่ 2.18) 
ขอบเขตของ Integral ที่มีลักษณเดียวกันสามารถใชไดโดย “Orthogonal Zing” ซ่ึงสมการ

นี้จะขัดแยงกับ Arbitrary Function (สําหรับตอนนี้) )(),,( Qfzyxf =  ตัวอยาง เชน การอินติเกต
ที่สูงกวาขอบเขตของคา V  
 

   0)2()( 2 =−+∇∫ Qz
V

dVsQf φ
α

φβφ              (2.28) 

 

ตามที่ Green ไดระบุไววา ถาฟงกชัน 2 ฟงกชัน คือ φ และ λ มีกระจายครั้งที่ 1 และ 2 
อยางตอเนื่องใน V จะได 
 

   dS
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)()( 22
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การใชความสัมพันธและขอจํากัดของขอบเขตของ V โดย ∑ ส่ิงแรกที่เกิดขึ้นในสมการที่ 
(2.28) จะกลายเปน 
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อินติเกตครั้งที่ 2 ของสมการที่ (2.28) เราจะได 
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            (2.31) 

 
และใชสมการที่ (2.30) และ (2.31) แทนในสมการที่ (2.28) สุดทายเราจะไดสมการที่ไม

ซับซอนมากดังนี้ 
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zff z ∂∂= /  และ  คือ Unit Outward Normal ของ ∑ ),,()( zyx nnnQn =

ถาเราเลือก f(Q) = G(P,Q) ดังในฟงกชันกรีนนั้น จะทําใหไดสมการ 
 

  )().()(2).(2 PQQPGsQGQPG z −−=−−∇ δ
α

β             (2.33) 

 

δ คือ ฟงกชัน Dirac Delta ดังนั้นที่มาของ Volume Integral ใน สมการที่ (2.32) จะ

กลายเปน φ(P) โดย นําสมการที่ (2.33) และ (2.32) มาเขียนใหมไดดังนี้ 
 

QQz dSQ
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⎞
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+            (2.34) 

 
ในขณะที่ตองการแทนคากรีนฟงกชันใน LT สมการที่ (2.33) จะสามารถแกไขโดยการ

แทนคาและจะกลายเปน 
 
                   (2.35) veG zβ=

 
ในขณะที่ตองการแทนคากรีนฟงกชันใน ระยะ LT สมการที่ (2.22) จะสามารถแกไขโดย

การแทนคาและจะกลายเปน 
 

    0)( 22 =+−∇ vsv
α

β               (2.36) 

 
ในกรณีนี้สมการความแตกตางสําหรับระยะ LT คือ 

 

    ταβ

π
)/(2

4
1 se
r

v +−=               (2.37) 

 
โดยการแทนคาครั้งหลังสุด (ดูสมการที่ 2.35) เราจะได 

 

   ταββ

π
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sQPG +−=              (2.38) 
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เงื่อนไขขอบเขตของสมการนั้นตองสามารเปลี่ยนแปลงไปสูระยะ LT ไดเชน 
 

 ∫∫ −− ==
R

stst

R

dtetQqsQqdtetQsQ ).().(~.).().(
~

φφ              (2.39) 

 
สําหรับเงื่อนไขขอบเขตที่เกิดขึ้นอยางตอเนื่อง สมการดานบนจะถูกรีดิวซ เปน 
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ฟงกชันเคอรแนล ซ่ึงเปนการเปลี่ยนแปลง Laplaces คือ 
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และ 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−++−−×

=−
∂
∂ +−

r
nn

rr
Rns

rr
Rn

r

esQPGnsQPG
n

z
z

sR

z

z

ββ
α

β

π
β

ττββ

21.1.1                                                 

4
)..(2)..(

2
2

)/(2

         (2.42) 

 
หรือ 
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           (2.43) 

 
N คือ Unit Outward Normal ที่จุด Q, nz คือ z คอมโพแนนของ n, R = Q-P, Rz = zQ-zP 

และ r คือ คาบวกของ R เชน PQRr −==  
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4. Numerical implementation of the 3D Galerkin BEM 
วิธีการเชิงคณิตศาสตรที่ใชในงานชิ้นนี้คือ เทคนิค Galerkin โดยจะเชื่อมโยงกับวิธีการ LT 

บางสวนของวิธีการทางคณิตศาสตรจะถูกสรุปในบทนี้ 
 

4.1 Divition of The Boundary Into Element  
โดเมนที่เปนคําตอบพื้นฐานนั้นจะถูกแบงออกเปนตัวเลขตางๆที่เชื่อมโยงกัน  องคประกอบ

แตละตัวเปนการเปลี่ยนแปลงของเลขาคณิตและการแปรผันตามเทียบเคียงโดยฟงกชันงายๆ ใน
การวิจัยฉบับนี้สมการพีชคณิตแบบสามเหลี่ยม แบบหกจุดจะถูกใช (ดูรูปที่ 2.2) 

 

 
 

รูปที่ 2.2 Isoparametric quadratic triangular element of 6 nodes. The intrinsic coordinate space is 
the right triangle in ),( ηξ space with 0,0 ≥≥ ηξ  and 1≤+ηξ . 

 
เรขาคณิตขององคประกอบนี้สามารถกําหนดไดโดยการลากจุดทั้งหกจุดโดยใชรูปทรง

เรขาคณิตที่เหมาะสมดังจะไดสมการตอไปนี้ 
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ในรูปจําลอง Isoparametric ฟงกชันของรูปทรงเดิมจะถูกเขียนเพื่อใชหาคําตอบที่เปลี่ยนไปดังนี้ 
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นอกจากนี้ฟงกชันของรูปทรงสามารถเขียนใหชัดเจนไดในรูปแบบการเชื่อมโยงของ η 

และ ξ ดังสมการตอไปนี้ (ดูรูปที่ 2.2) 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ηξηηξξηηξηξξηξ

ηηηξξξηξηξηξηξ
−−==−−=

−=−=−−−−=
14,,4,,14,

,12,,12,,2211,

654

321

NNN
NNN

         (2.46) 

 
ระยะการประสานคือสามเหลี่ยมมุมฉากที่ 0,0 ≥≥ ηξ  และ 1≤+ηξ  

 
4.2 สมการขอบเขตอินติเกรต Galerkin  

 นิยาม 
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φφβφ .).(2. )           (2.47) 

 
ดังนั้นสําหรับคําตอบที่แทจริง B(P) = 0   

ความผิดพลาดในคําตอบที่ใกลเคียงนั้นจะขัดแยงกับฟงกชันรูปราง เชน ฟงกชันรูปรางนั้น
จะเปนฟงกชันหนักและ B(P) = 0 เปนลักษณะที่แสดงใหเห็นวาเปนฟงกชันเบา 
 
                  (2.48) ( ) ( ) 0=∫

Σ

dPPBPNk

 
หลังจากแทนที่ขอบเขตและฟงกชันขอบเขตดวยคาที่ใกลเคียง สมการพีชคณิตแบบเสนจะ

กลายเปน 
 

  [ ]{ } [ ]
⎭
⎬
⎫
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∂
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=
n

GH φφ                 (2.49) 

 
ในการรวมกันขององคประกอบทางเมตทริก การอินติเกรตแบบเดี่ยวจะกอใหเกิดคาที่

แตกตางกัน สําหรับ Galerkin มีคําตอบสามชนิดที่จะตองนํามาพิจารณาในกรณีนี้การรวมกันของ
ตัวเลขและการวิเคราะหอินติเกรตถูกนํามาใชโดยการวิเคราะหการอินติเกรต โดยข้ึนอยูกับคาที่มี                
การเปลี่ยนแปลงซึ่งเทคนิคนี้ จะนําไปสูกระบวนการ Two-dimensional 
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5. Numerical inversion of The Laplace Transform 
ใน LTBEM Apptroach ตัวเลขจะแปรผกผันกับ LT เทคนิค LT สามารถนํามาประยุกตใช

กับวิธีการเชิงคณิตศาสตรที่แตกตางกันเชน ความแตกตางจํานวนจํากัดและวิธีการสําหรับหา
คําตอบของการไหลของน้ําและแกปญหาในการขนสงและปญหาในการควบคุมความรอน Laplace 
Inversion Algorithm แบบตางๆ ขอดีและขอเสียของ Algorithm บางตัวถูกแสดงใหเห็นโดย       
เมลเลต ดาวี่ และมารตินไดศึกษาเชิงวิพากษใน Algorithm อีกหลายๆตัว หลังจากนั้นดาฟฟได
ศึกษาวิธีการที่นิยมใชกัน 3 วิธีสําหรับการแกไขปญหาเชิงคณิตศาสตรโดยการใชการแปรผกผัน
ตาม Laplce Tranform เชน การอินติเกตโดยตรง วิธีการของวีก และ วิธีการของ Talbolt 
 การแปรผกผัน LT นั้นเปนปญหาที่ยากจะแกไขอยางไรก็ตามความผิดพลาดเล็กสามารถ
แกไขไดโดยกระบวนการการอินเวิรด ซ่ึงจะนําไปสูผลทางคณิตศาสตรแบบงาย ๆ ในชวงเวลาที่
ผานมาไมนานนี้ Moridis และ Reddle แสดงใหเห็นวา Algorithm ของ Stehfest  นั้นไมมีปญหา
สําหรับการจัดลําดับขั้นอยางละเอียด อีกทั้ง Zhu และ Satravaha ยังไดรับความสําเร็จที่คลาย ๆ กัน
ในการใชการวิเคราะหตัวเลขเชิงแปรผัน ของ LT ใน BEM และเร็วๆ นี้ Moridis ไดวิจารณวา 
Algorithm ของ Stehfest นั้นแสดงใหเห็นจุดเสียและจุดดี สําหรับการศึกษาในปจจุบัน ไดมีการนํา
คอมพิวเตอรมาใชเขียน Code ของ Algorithm ของ Stehfest 
 Algorithm ของ Stehfest นั้นไดแปรมาจาก Gaver ถา P(s) คือ LT ของ F(t) และ คา
ใกลเคียงของ Fa ของ Inverse F(t) คือ ชวงเวลาจําเพาะ t = T ซ่ึงสามารถสรุปไดดังนี้ 
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เมื่อ  
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สมการที่ (2.50) และ (2.51) นั้นจะเกี่ยวโยงกันสูสมการรูปแบบสุดทายที่ใชในงานวิจัย

ฉบับนี้ 
เมื่อ Invert ฟงกชันจาก LT จะไดคา n ที่แตกตางกัน และจะทําใหฟงกชันนั้นเรียบงายขึ้น 

Stefest เสนอวา N = 10 สําหรับ Arithmetric หลังจากที่ Moridis พบวาการเปลี่ยนแปลงที่สําคัญทํา

ใหคา N เปลี่ยนไป โดย 6 ≤ N ≥ 10 ในปจจุบันเครื่องคิดเลขตาง ๆ ตางก็ใช N = 10 
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วิธีการเชิงคณิตศาสตรสวนใหญที่นํามาใชสําหรับการ Invers ของ LT ที่ตองการนั้น
จะตองมีการหาคา LT ไดอยางละเอียด 

เทคนิคแบบที่ 2 ของ LT นั้นถูกพัฒนาเมื่อเร็ว ๆ มานี้ โดย Murli ซ่ึงนี่ก็เปนหนึ่งใน กลุม
วิธีแบบ Fourier ซ่ึงขึ้นอยูกับคาของ สูตรการอินเวิรสของ Riemann โดยการใช กฎ Trapezoidal 

โดย h = π/T 
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เปรียบเทียบกับ Algorithm ของ Stehfest พบวาวิธีการนี้นั้นจะตองการรูปแบบเสนขนาน

มาบรรจบกัน และยังตองการวิธีการทางคณิตศาสตรที่ซับซอน ดังนั้นจึงสรุปไดวาผลการศึกษานั้น
จะใชวิธีการ Algorithm ของ Stehfest 
 


